Kapitel 1

Endliche Automaten

1.1 Halbautomaten und Akzeptorsprachen

Endlicher, deterministischer, vollstindiger Halbautomat: (X, S,t) mit
X ={z1,22,...,2,} #0 Eingabealphabet
S={s1,82,...,8m} #0 Menge von Zustdnden und
t:SxX—> S8 Uberfihrungsfunktion

Gerichteter Graph: G = (V, E, f) mit Knotenmenge V (vertex), Kantenmenge
E (edge) und Inzidenzabbildung f : E -V xV

G = (V,E, f) gerichteter Graph, e € E, v,w € V

fle) = (v, w) fle) = (v,v)
N e
(gerichtete) Kante Mehrfachkante Schlinge

mit Anfangsknoten v und Endknoten w

Zustandsgraph eines Halbautomaten (X,S,t): G = (S,{(si,s;)/ es gibt ein
zp € X mit t(s;, 25) = s;}, f) (ohne Mehrfachkanten) mit (injektiver) Inzi-
denzabbildung f; dient zur graphischen Darstellung von ¢.

Neben jeder Kante (s;, s;) werden alle z; € X vermerkt, die s; in s; Giberfiihren
(fir die t(s;, z1) = s; gilt).

Beispiel IR-Flip—Flop

t |n 0 1
X ={n,0,1},5 = {s1, 82}, Uberfiihrungsfunktion: sy | 81 81 82
82 | 82 81 82
Zustandsgraph des Halbautomaten:
1
n,O na]-
51 52
0
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Akzeptor (X, S,1, 84, Sk): Halbautomat (X, S,t) mit einem Anfangszustand s, €
S und einer Menge Sg C S von Endzustinden. Die Endzustinde werden im
Zustandsgraphen durch kleine Kreise markiert.

Beispiel Arbeitsweise eines Schlosses

Man konstruiere einen Halbautomaten, der die Arbeitsweise eines Schlosses an
einem Tresor simuliert. Das Schloss bestehe aus einem Drehknopf mit den
Markierungen 0,1,2,...,9 und &ffnet den Tresor durch Eingabe der Ziffernfolge
1,9,8,2. (Ist eine Ziffer falsch eingestellt worden, so muss mit der Eingabe der
gesamten Ziffernkombination von neuem begonnen werden.)

Die Zustdnde des Schlosses seien: s,: das Schloss versperrt den Tresor, s1: 1
wurde eingestellt, so: die Folge 1,9 wurde eingestellt, s3: die Folge 1,9,8 wurde
eingestellt, s4: 1,9,8,2 wurde eingestellt. Bei sy ist das Schloss ge6finet, d.h. sy
ist der einzige (zum Zweck des Offnens) angestrebte Endzustand. Gesucht ist
also ein Akzeptor (X, S,t,s1,S9g) mit S = {s,,51,52,83,84}, Sg = {s4} und
X =4{0,1,2,...,9}.

Schreiben wir zur Abkiirzung fiir jede Ziffer # 1,9, 8,2 stellvertretend f, so
koénnen wir die Ubergangsfunktion ¢, welche die Arbeitsweise des Schlosses
wiedergibt, aus dem im folgenden dargestellten Zustandsgraphen entnehmen.
Damit ist der gesuchte Akzeptor vollstindig bestimmt.

O O

£1,2,9

84

)

189 )
3
£,2,8,9 £:1,2,8,9

Eine Ziffernfolge, welche das Schloss 6ffnet, ist z.B. 3,2,1,9,5,8,2,1,9,8,2,3.

Wort: endliche Folge von Eingabesymbolen

Die Menge aller Worter, welche den Anfangszustand s, in einen Endzustand
aus Sg Uberfiihrt, heilt Akzeptorsprache.

Abkiirzung: a"b%ct... fiir a,...,a,b,...,b,¢,...,cC...
——— —— ——
r—mal s—mal t-mal
Der Kiirze halber lassen wir zumeist die Beistriche zwischen den einzelnen Sym-
bolen eines Wortes weg.
Beispiel
1. Zustandsgraph eines Akzeptors ({a, b}, {54, 51,8}, t, 84, Se); Zugehrige Akzep-
torsprache {a’®’ /i > 0,k > 1}.

S1

Sq b [S\e a
B S B
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2. Sei M die Menge von Wortern w iiber dem Alphabet X = {#,/}, die
mit genau einem # beginnen und mit genau zwei # enden, dazwischen
enthalte w stets eine nichtleere Sequenz von / und #.

Beispiel fiir einen Halbautomaten (Akzeptor), der M akzeptiert:

/
R NIOE N
N

Se

Formale Sprache: Menge von Wortern aus Symbolen aus einer Menge X (ein-
schlieBlich des ”leeren Wortes” A)

Eine Akzeptorsprache ist eine Formale Sprache.

Grammatik: besteht aus einer endlichen Menge X (Terminals, Basiszeichen),
einer dazu disjunkten endlichen Menge © (Nonterminals, grammatikalische Sym-
bole) und Produktionen (Ersetzungsregeln) g — w (Wort g # A aus Terminals
wird ersetzt durch Wort w aus Terminals und Nonterminals; w auch = A)

In © ist ein spezielles Symbol als Startsymbol a ausgezeichnet.

Sei v := wy gwe mit wy,wes Worter aus X U © (einschlieBlich A), g € 0,9 # A.
Gilt ¢ — w, so heillt v1 = wiwws aus v herleithar (v in v, dberfihrbar, v;
(unmittelbar) ableithar aus v), in Zeichen v = v;.

’U:*>’UT (v, ist aus v ableitbar): Es gibt Worter vy, ...,v._1, so dass v = vy, v; =
V2., Up_1 = Up.

Die Menge aller aus a ableitbaren Worter heifit die von der Grammatik erzeugte
Sprache.

Beispiel X = {a,b},0 = {4, B,a}, Produktionen: o = ad,a = bB,a —
a,A—aA,A—aa,A—>bB,B—-bB,B—bB—a.

Aus o = aA und A — aA folgt a=>a* A, k > 1. Weiters folgt mit A — ao und
a — a, dass a = a2, fiir £ > 1. Damit gilt wegen o — a, dass « = a" mit
n#2. Sei Wy :={a"/ne N ,n#£2} (N ={1,2,3,...})

Analog erhilt man o = b™ fiir m # 1; Es sei Wy = {b™/m € N*,m # 1}.
Weiters sind die Worter aus W3 := {a*b™/k,m € N*,m # 1} aus a ableitbar,
daa=abAS a*bB S a*b™ fir k > 1,m # 1.

Analog gilt fiir W, := {b*a/k € N*} und Wy = {a*bla/k,l € N*}.

Die von der gegebenen Grammatik erzeugte Sprache besteht aus Wy U Wa U
Ws U WU Ws.

Reguldre (rechtslineare, rechtsregulire) Grammatik: Grammatik, in der alle Pro-
duktionen die Form U — z,U — 2V (mit U,V € © und z € X) haben

Rechtslineare Sprache: eine von einer rechtslinearen Grammatik erzeugte Sprache
Sprachen, welche durch rechtslineare Grammatiken erzeugt werden = Sprachen,

welche durch linkslineare Grammatiken erzeugt werden (Definition von links-
linear analog zu rechtslinear) = reguldre Sprachen
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Satz 1 (ohne Beweis) Eine formale Sprache ist genau dann regulir, wenn sie
eine Akzeptorsprache ist.

Die Theorie der Halbautomaten ist eng mit der Theorie der Halbgruppen verkniipft.

Halbgruppe (H,o): Grundmenge H mit einer assoziativen zweistelligen Opera-
tion o, d.h. (aob)oc=ao (boc)Va,b,c€ H

Neutrales Element: Element n € H, fiir das aon =noa = aVa € H ("Einsele-
ment”, wenn o = -)

Monoid (H,o,n): Halbgruppe mit neutralem Element, kurz: H

Untermonoid: Teilmenge T' eines Monoids (H,o0,n), so dass (T,o,n} selbst ein
Monoid ist

Beispiele fiir Monoide

1. (MM o, €) mit
MM: Menge aller Abbildungen f : M — M einer Menge M in sich,
o: Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen ((f o g)(z) := f(g(z)) Vz € M),
e: identische Abbildung

2. Menge aller bijektiven Abbildungen (Permutationen) von M bildet ein
Untermonoid von MM

3. (W,0,A) mit
W: Menge aller Worter aus Elementen von X = {z1,%2,...,2Zn},
Ol W; O Wy 1= Ty, Tig -« - L4, Tjy Ty - - . T4, T
W = T4 Tiy - -« Tipy Wy = Tjy Tjoy - .- Tj, €W,
A: leeres Wort, wo A =Aocw=wVweW

Sei W die Menge der Inputfolgen, d.h. die Menge aller Worter (einschlieflich
A) aus Eingabesymbolen eines Halbautomaten (X, S, t).

t: S xX — S kann wie folgt rekursiv zu einer Abbildung t* : S x W — §
fortgesetzt werden: Fiir alle s € S, z, %;,, %5y, .., %4 € X sei

t*(z,A) =s

t*(s,z) = t(s,z)

t* (s, Tiy , Ti—2) = t(t*(s, s, ), Tiy)

(8, Tiy s Tigy v » Tiy ) = L (2, T4y, Tigy e ooy Tipy_y )> T )

Zustand s € S wird durch Eingabe der Inputfolge w = z;,,24,,...,2; € Win
den Zustand #*(s, z;,, iy, - . . , T4, ) libergefiihrt

Definiere fiir jede Inputfolge w € W eine Abbildung g, : S — S,guw(s) =
t*(s,w). o: Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen, wobei gy, (5)
(gwl ° ng)(s) = 9un (gw2 (S)) fiir wi, w2 € W7 s€sS.

Halbgruppe des Halbautomaten (zum Halbautomaten gehdriges Monoid): ({gw/w €
W},0,g4) (Untermonoid von S)
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Beispiel Zustandsgraph eines Halbautomaten

gz, (8) = t(s,21) = sVs € § = g,, = ga = Verkniipfung mit g,, kann keine
neue Abbildung ergeben

sy firs=s s3 fiir s = 81
Gzo (S) = 53 fiir s = s9 1 Gzozs = 51 fiir s = s 1 9xozoze = Gz1 = GA
s1 fiir s = s3 s9 fiir s = s3
° | gA 9zs EPED

ga ga 9z, Gzozs
9z, 9z, 9zozo ga
9zozs | Gzoza ga Gzo

Halbgruppe des Halbautomaten:

Satz 2 Sei (M,-,1) ein beliebiges endliches Monoid. Definiert man H :=
(M, M,t) mit t(s,z) = s-z Vs,z € M, so ist H ein Halbautomat, dessen Monoid
bis auf die Bezeichnung mit dem gegebenen Monoid (M,-,1) iibereinstimmt
(?isomorph” zum gegebenen Monoid ist).

Beispiel Monoid ({a,b,1},-,1) mit

YR -
= o8
Q oo

Zustandsgraph von H:

Wir sehen: Verschiedene Halbautomaten konnen dasselbe Monoid haben.

1.2 Automaten

Endlicher, deterministischer, vollstindiger Automat (X, S, Z,t,r): Halbautomat
(X, S,t), bei dem auch Zeichen aus dem Ausgabealphabet Z ausgegeben werden;
Ausgabefunktion r: S x X — Z

W sei Menge aller Inputfolgen

r wird wie folgt zu einer Abbildung r* : § x W —(Menge aller Outputfolgen)
fortgesetzt:

r*(s,A)=A

r*(s,wz) = r*(s,w)r*(t*(s,w),z) Ve SSweW,ze X
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Beispiel IR-Flip—Flop 1
n,0 n,1
81 L))
X =1{n,0,1},5 = {51, 82} 0

n 0 1
Z = {0,1}, Ausgabefunktion: s; |0 0 0, r gibt gespeicherten Zustand
so |1 1 1

wieder (0 fiir sq, 1 fiir s2)

Beispiel Einfacher Warenautomat

X ={E,R,W} E: Geld einwerfen, R: Riickgabeknopf driicken, W: Warentaste driicken
S = {s1,82} s1: Warenausgabe ist blockiert, so: Warenentnahme méglich
Z ={a,v,k} a: Warenausgabe, v: Geldriickgabe, k: keine Reaktion

E
t|E R W r|BE R W o B
S1 89 81 S1 81 k k k 51 89
S2 | s2 s1 §1 s2 |k v a RW

Automat sei im Zustand s;; Inputfolge REW RE

r*(s1, REWRE) = r7r*(s1,REWR)r*(t*(s1, REWR),w)
—_————
= r*(s1, REW)r*(t*(s1, REW), R)r*(s1, W)
——

= 77 (s1, RE)r*(t* (s1, RE), W)r* (s1, R)r* (s1, W)
~——

= r (31 ) R)T'T'* (t* (31 ’ R)7 E)T* (327 W)T'* (31 ’ R)T’* (317 W)
——

81

= kkakk Output



