Kapitel 3

Graphen und Netzplane

3.1 Spezifikation und innere Struktur von
Graphen

Anwendungen der Graphentheorie: Halbautomaten, Zustandsbiume, Wegnetze
(Standortbestimmung, Verkehrsleitsysteme, Transport, maximale Fliisse in Lei-
tungsnetzen), Netzpline, Ablaufplanung, Diagramme, Datenstrukturen, Soziol-
ogische Netzwerke (Beziehungsstrukturen, hierarchische Strukturen, Zuordnung
von Angestellten zu Jobs), Sequenzanalysen (Spracherkennung, DNA), chemi-
sche Verbindungen, Farben von Landkarten, ...

Sei G = (V, E, f) ein gerichteter Graph (Digraph). Gibt es zu jedem e; € F mit
fler) = (v,w) ein eg € E mit f(e2) = (w, v), so identifizieren wir e; und ez mit
einer ungerichteten Kante e = [v,w] (e inzidiert mit v,w). = ungerichteter
Graph

Ein Graph kann gerichtete und ungerichtete Kanten enthalten.

Sei G = (V, E, f) ein endlicher gerichteter Graph ohne Mehrfachkanten. Dieser
kann angegeben werden durch:

a. Angabe aller Paare (v,w) € V x V, fiir die de € E mit f(e) = (v,w)
(analog fiir ungerichtete Graphen)

b. Angabe der Menge P(v) (S(v)) aller Vorginger (Nachfolger) von v fiir alle
Knoten v € V; dabei heifit u € V' Vorgdnger (predecessor) von v € V, falls
(u,v) € E,und w € V heilit Nachfolger (successor) von v, falls (v,w) € E.
G ungerichtet: Angabe der Menge N (v) aller Nachbarn von v; dabei heifit
n Nachbar von v, falls [n,v] € E.

Quelle: Knoten v € V mit P(v) =0

Senke: Knoten v € V mit S(v) =0

isolierter Knoten: Knoten v € V mit P(v) = S(v) =0
Hingrad von v: 0p,(v) = |P(v)|

Weggrad von v: §,,(v) = |S(v)|
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18 KAPITEL 3. GRAPHEN UND NETZPLANE

Beispiel on(v) =2, dp(v) =4

G ungerichtet: é(v) = |N(v)| = Grad von v
Multigraph: Graph mit Mehrfachkanten, z.B.

Bei gerichteten Multigraphen ist ) .y 6n(v) = X2 oy 6w(v) = |E|. Bei un-
gerichteten Multigraphen gilt -y, 6(v) = 2|E|, woraus folgt, dass die Anzahl

der Knoten ungeraden Grades gerade ist.

Ein Graph ohne Mehrfachkanten und ohne Schlingen heifit schlicht. Ein trivialer
Graph besteht aus einem Knoten und keiner Kante.

Satz 1 Ein nicht—trivialer schlichter ungerichteter endlicher Graph besitzt min-
destens ein Paar von Knoten, welche denselben Grad haben.

Beweis Sei V = {v,...,vp}. 2 0<6v)<n—-1WVweV.

Es kann nicht v,w € V mit 6(v) = 0 und §(w) = n — 1 geben, da 6(v) = 0=
jeder der {ibrigen n — 1 Knoten kann jeweils mit hochstens n — 2 weiteren Knoten
verbunden sein.

Also kommen fiir vy, . ..,v, als Grade entweder nur 0,1,...,n—2 oder 1,2,...,
n — 1 in Frage. Nach dem Schubfachprinzip (legt man n Dinge in n — 1 Laden,
so miissen in einer Lade mindestens zwei Dinge liegen) folgt daher Jv,w € V
mit §(v) = 6(w).

c. Ein endlicher Graph G = (V, E) ohne Mehrfachkanten mit V = {v1,...,v,}
kann angegeben werden durch seine Adjazenzmatriz A = (a;;):

G — 1, falls es eine Kante von v; nach v; gibt
1 0 sonst

Quelle < i—te Spalte ist 0

v; ist eine o
‘ { Senke & i-te Zeileist 0
G ungerichtet & A symmetrisch

Ein Graph heifit vollstdndig, wenn jeder Knoten mit jedem anderen Knoten
durch eine Kante verbunden ist.

Beispiel

a. Sei G ein vollstindiger endlicher Graph ohne Mehrfachkanten
o1 1 ... 11

101 ... 11
= zugehorige Adjazenzmatrix: A = . .

1 11 ... 10
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U1 V2 VU3 U4
(48 01 0 1 V2
b. Adjazenzmatrix A = vy 0 1 1 1| = Graph
V3 0 0 0 O v3
v 0 000 U1
V4

Sei G = (V, E, f) ein beliebiger Graph. Eine Bewertung (der Kanten) von G ist
eine Abbildung ¥ : E — R. = bewerteter Graph G = (V, E, f,¢)

Beispiele fiir Bewertungen sind Wegléngen, Fahrzeiten bei Straflennetzen, Ka-
pazititen bel Leitungsnetzen.

Angabe der Bewertung: Wert 1 (e) wird oft neben Kante e geschrieben; bei
Graphen ohne Mehrfachkanten:

o _ [ $Gd) fir ) € E
4 ein von der Problemstellung abhingiger Wert fiir (4, j) ¢ E, z.B. 0 oder oo

Netzwerk: (zumeist) bewerteter Graph ohne isolierte Knoten

Ein Graph T = (V(T"), E(T"), fr) heifit Teilgraph eines Graphen G = (V (G), E(G),
fa), falls V(T) C V(G), E(T) C E(G) und fr = fe|E(T) (Einschrinkung von
fa auf E(T)).

Beispiel

Teilgraph:

T= ({U17U2av3}7 {0'7 C}, fT> mit

fr(a) = (v1,v2), fr(c) = (vs,v2)
m ¢ V2

c
U3

vollstindiger Teilgraph:
T= ({U17U27 U4}7 {61, €2, €5, €, 67}7 fT> mit
fr(er) = frez) = [v1,va], fr(es) = [v1,v4],

fr(es) = [v2,v4], fr(er) = [va,v4]
€1

€5

€6

(D)

Sei G = (V,E, f) ungerichtet. Eine Kantenfolge von G ist eine Folge K :
V1,€1,Y2,€2,-.,€m,Umt1, ;i € V,e; € E mit f(e;) = [v5,v541]. K heifit
geschlossen, falls v1 = vy,41, sonst offen.
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Kantenzug: Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Kanten

Weg (von v, nach vy,41): offener Kantenzug mit paarweise verschiedenen Knoten
Kreis: geschlossener Kantenzug mit paarweise verschiedenen Knoten (bis auf
V1 = Umy1)

G gerichteter Graph = Analoga (mit f(e;) = (vi,vi41)): gerichtete Kantenfolge
(Pfeilfolge), gerichteter Kantenzug, gerichteter Weg (Pfad), gerichteter Kreis
(Zyklus)

Satz 2 Sei G = (V, E, f) ein endlicher, schlichter, gerichteter Graph, der keinen
Zyklus enthilt. Dann hat G mindestens eine Quelle und eine Senke.

Beweis Konstruiere ausgehend von einem beliebigen Knoten v einen beliebi-
gen Pfad. Da G schlicht, zyklenfrei und endlich ist, muss man einmal zu einem
Knoten g kommen, von dem aus keine Kante mehr wegfiihrt. = Senke

Andere die Richtungen simtlicher Kanten. = Quelle

Ein ungerichteter Graph G heifit zusammenhdngend, falls es von jedem Knoten
von G zu jedem anderen Knoten von G einen Weg gibt.

Ein gerichteter Graph G heifit schwach zusammenhdngend, falls G als unge-
richteter Graph (vernachlissige Richtungen der Kanten) zusammenhéngend ist.
G heifit stark zusammenhdngend, falls es von jedem Knoten von G zu jedem
anderen Knoten von G eine Pfeilfolge gibt.

Bauwm: kreisloser, zusammenhingender, ungerichteter Graph
Wurzelbaum: Baum, in dem ein Knoten als Wurzel ausgezeichnet ist

3.2 Klassen von Graphen und deren
Anwendungen

3.2.1 Baume

Satz 3 In jedem Baum B gibt es zwischen zwei Knoten v und w genau einen
Weg, der v und w verbindet.

Beweis B zusammenhingend = Es gibt mindestens einen Weg von v nach w.
B kreisfrei = Es gibt keinen zweiten solchen Weg.

Satz 4 Jeder endliche Baum mit mehr als einem Knoten hat mindestens zwei
Knoten vom Grad 1 (=Endknoten).

Beweis Angenommen, die Behauptung ist falsch. = Es gibt einen Baum

a. mit genau einem Endknoten p: Wir beginnen von p aus einen beliebigen
Weg. Da 6(v) > 2 Vv € V,v # p konnen wir jeden Knoten, den wir iiber
eine Kante erreicht haben, auf einer anderen Kante verlassen. = B besitzt
einen unendlichen Weg, Widerspruch.

b. mit keinem Endknoten: analog mit einem beliebigen Knoten p
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Satz 5 Ein Baum mit n Knoten hat genau n — 1 Kanten.

Beweis durch vollstindige Induktion nach n

Fiir n =1 ist die Behauptung richtig.

Induktionsvoraussetzung: Behauptung gilt fiir ein n € N.

Sei B ein Baum mit n + 1 Knoten. Dann hat B nach Satz 4 mindestens einen
Endknoten v, welchen wir (samt damit inzidenter Kante €) entfernen. Dadurch
wird aus B ein Graph B’ mit n Knoten. Induktionsvoraussetzung = B’ hat
n — 1 Kanten. Fiigen v, (und die Kante €) hinzu. = B hat n Kanten.

Folgerung Ist G ein ungerichteter, zusammenhéingender Graph mit |V (G)| =n
und |E(G)| =n —1, dann ist G ein Baum.

oAa
Beispiel Binire Suchbdume :
Ablage von Datensiitzen; Datensatz = (Schliissel, Information);  °
Schliissel seien lexikographisch geordnet: °
Ablageprinzip: oLz

Der Schliissel des ersten Datensatzes wird als Wurzel des bindren Suchbaums
(Wurzelbaum) ausgezeichnet. Unter einem Knoten (Schliissel) werden der Reihe
nach ”links” nur kleinere, "rechts” nur Datensiitze mit gréBeren Schliisseln
abgelegt.

Beispiel: Ablage der Lindernamen Ungarn, Dédnemark, Tiirkei, Polen, Belgien
(Schliissel fett) = bindrer Suchbaum:

Un

Be Ti

Po

Beispiel Minimale Vernetzung von Computern

n Computer C4,...,C, sollen so vernetzt werden, dass je zwei untereinander
kommunizieren konnen. Verbindung von je zwei Computern = vollstindiger
Graph K, mit (}) = "22_" Leitungen

Problem: Suche spannenden Baum von K,,, d.h. einen Baum mit Knotenmenge
Ci,...,Ch.

Satz 3, Satz 5 = Dieser spannende Baum hat n — 1 Kanten, und je zwei C; sind
durch genau einen Weg verbunden.

Cy Cs

Cl C4

C
7 C;
[s)

Ce

vollsténdiger Graph K7 spannender Baum
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3.2.2 Eulersche und Hamiltonsche Graphen

Eulersche Linie: geschlossener Kantenzug in einem ungerichteten Graphen G,
der jede Kante von G genau einmal enthilt

Eulerscher Graph: Graph, der eine Eulersche Linie enthilt

Satz 6 Ein endlicher, zusammenhingender, ungerichteter Graph ist genau dann
ein Eulerscher Graph, wenn alle Knoten von G geraden Grad haben.

Beweis ”=": Jedes Mal, wenn man in einer Eulerschen Linie iiber eine Kante
zu einem Knoten v kommt, verldsst man v iiber eine andere Kante. = §(v) = 2¢,
wobei ¢t angibt, wie oft man v passiert.

74”1 ergibt sich auf Grund der Algorithmen zur Bestimmung Eulerscher Linien
(Kapitel 4)

Hamiltonscher Kreis (Weg): Kreis (Weg) eines ungerichteten Graphen G, der
alle Knoten von G enthilt

Hamiltonscher Graph: ungerichteter Graph, der einen Hamiltonschen Kreis
enthilt

Jeder vollstindige Graph K, ist ein Hamiltonscher Graph.

Problem des Handlungsreisenden: Existiert in einem Wegenetz eine Rundreise,
d.h. ein Hamiltonscher Kreis?

Satz 7 Sei G ein ungerichteter, schlichter Graph mit n > 3 Knoten. Ist §(v) >
% fiir alle v € V, dann ist G ein Hamiltonscher Graph. (ohne Beweis)
3.2.3 Bipartite (paare) Graphen

G = (V,E, f) ungerichtet. Kann V in zwei disjunkte Mengen Vi, V, derart
zerlegt werden, dass es nur Kanten zwischen V| und V5 gibt, so heifit G bipartit
(paarer Graph).

Beispiel Kantengraph des Wiirfels

v1 o5 V2 v1 V2
—
Ve andere Darstellung v
v 3 4
5
v Ve Vs
Vg
V4 U3 Vg v7

G ist k-reguldr, falls 6(v) =k fiir allev € V.

Anwendung bipartiter Graphen: L&sen von Zuordnungsproblemen, insbeson-
dere: Jedem v € V; soll genau ein w € V, zugeordnet werden (Heiratsproblem,
Matching—Problem).

Matching M: Teilmenge der Kantemenge E eines bipartiten Graphen, so dass
keine zwei Kanten aus M einen Knoten aus V gemeinsam haben.
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mazimales Matching: Matching mit moglichst vielen Kanten; maza|M| (fir
endliche bipartite Graphen)

Beispiel Mitarbeiter—Zuordnungsproblem

In einem Unternehmen ist fiir jede Arbeit J; eine Menge {W1,..., Wi, } von
Mitarbeitern geeignet. Wie grof} ist die groite Anzahl von Jobs, die gleichzeitig
ausgefiihrt werden koénnen? = Problem: Suche eines maximalen Matchings
Netzwerk: bewerteter, zusammenhingender, gerichteter, endlicher Graph G =
(V, E, f,7) mit genau einer Quelle ¢ und genau einer Senke s, sowie 1(e) > 0
Ve € E.

Fluss F in einem Netzwerk G ist eine Abbildung F : E — RT, so dass:

(1) Fe) <¢(e) Ve E
(2) Yv e V gilt: Zuep(v) F(u,v) = Zwes(v) F(v,w)

Wert des FlussesW (F) := 3, cs(y F(@w) = 3 e p(s) F(u; 8) (¢, s Quelle bzw.
Senke des Netzwerks)

Problem, ein maximales Matching zu finden, kann auf das Problem des maz-
imalen Flusses F* (=Fluf} mit maximalem Wert W (F*) := mazpW (F)) in
einem Netzwerk zuriickgefiihrt werden. (Algorithmen zur Bestimmung eines
maximalen Flusses siehe Kapitel 4.)

Vorgangsweise: Hinzufligen von Quelle ¢ und Senke s und Orientierung der
Kanten so, wie aus den nachstehenden Abbildungen hervorgeht; Bewertung aller
Kanten mit 1 = Netzwerk

D
m/f — 1 ..
N 1.-° .
el -7 1 ~e. 0 \1\
“ quz_ L ___ 17" - Bes
e \\\\ -T1.4
< 1 - .
u\x 1 e
—/
Vi Va Vi Va
maximaler Fluf§ — maximales Matching
(N
I =
]
. <o
. N | o
- as AT
e K%
T
—/
Vi Va Vi Va
strichliert: Kanten mit F(e) =1, Matching: strichlierte Kanten

ibrige Kanten: F'(e) =0 zwischen V; und V5
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Ein endlicher Graph heifit k—(Knoten—)firbbar, falls man jedem Knoten eine von
k Farben so zuordnen kann, dafl die beiden Endknoten jeder Kante verschieden
gefarbt sind. (= Bipartite Graphen sind 2-Knoten—farbbar.) Die kleinste An-
zahl k von Farben, mit der G farbbar ist, heiflt chromatische Zahl x(G) von
G.

Beispiel Firbung von Landkarten

Lénder, die eine gemeinsame Grenze haben, sollen verschieden gefirbt sein. Mit
wie vielen Farben kommt man aus?

Vierfarbenvermutung seit 1852: Man kommt stets mit vier Farben aus. (1976
bewiesen von K. Appel und W. Haken)

Ordne den Landern Knoten zu, und verbinde zwei Knoten, wenn die entsprechen-
den Linder eine gemeinsame Grenze haben (nicht nur in einem Eck zusammen-
treffen). = planarer (plittharer) Graph (= ein Graph, den man ohne einander
iberschneidende Kanten in der Ebene zeichnen kann)

Vierfarbensatz x(G) < 4 fiir jeden planaren Graphen G.

3.3 CPM- und MPM-Netzplane

Projekt: Zeit und Ressourcen beanspruchende Tétigkeiten bzw. Arbeitsvorginge
(Vorgénge), zwischen denen gewisse Anordnungsbeziehungen bestehen (z.B. Bau-
vorhaben, Fertigungsvorhaben, Beschaffungsauftrag, Entwicklungsprojekt)
Netzplantechnik: optimale Planung und Uberwachung der Ausfiihrung eines
Projekts

(1) Vorgangspfeilnetz: Vorgang A — gerichtete Kante (a1, as); a1, as, Ereignisse
(Beginn bzw. Ende von A)

A B
Ende—-Start-Beziehung: Z L as = by %2

Vorgang B kann friihestens beginnen, wenn Vorgang A abgeschlossen ist,
und B folgt als Vorgang unmittelbar (jedoch im allgemeinen nicht unmit-
telbar im zeitlichen Sinn) auf A.

Modellierung vielfach erst moéglich durch Einfiihrung von Scheinvorgingen
------ » (Zeitdauer 0), z.B.

i oder ' i statt O

Beispiel A

D
D, E folgen unmittelbar A, B nach, >—c
F ist auch unmittelbarer Nachfolger B .

von C, C ist kein Vorgénger von D

[e]
[e]
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Start-Start—Beziehung: o A B o

B kann friihestens beginnen, wenn A bereits begonnen hat, und B folgt
(als Vorgang) unmittelbar auf A.

Analog: Start-Ende—, Ende—Ende—Beziehung

(2) FEreignisknotennetz: Ereignis — Knoten a; Ereignisse miissen nicht notwendi-
gerweise Anfang oder Ende einer Tatigkeit sein (z.B. Ereignis ”Dach-

gleiche”); Ereignis a folgt unmittelbar nach b: o »o
a b
(3) Vorgangsknotennetz: Vorgang — Knoten A; Start—Start—Beziehung
A t B Vorgang B kann frithestens ¢t Zeit-
einheiten nach Beginn des Vorgangs
A anfangen.
A -T B Vorgang B muf spitestens 1" Zeit-
einheiten nach Beginn des Vorgangs
A beginnen.
4
B muf} genau t Zeiteinheiten nach
A B :
. dem Beginn von A anfangen.

Wir unterscheiden: Zeit—und Terminplanung, Kostenplanung, Kapazititsplanung.
Dabei kénnen Anordnungsbeziehungen, Dauern, Kosten, Kapazititen mit gewis-
sen Wahrscheinlichkeiten behaftet sein:

Projektablauf nicht determiniert — Entscheidungsnetzplan (z.B. GERT: Graph-
ical Evaluation and Review Technique)

Projektablauf determiniert, Zeitdauern Zufallsvariable — Planung meist mit
PERT (Program Evaluation and Review Technique)

Projektablauf und Zeitdauern der Vorginge determiniert — CPM (Critical Path
Method), MPM (Metra Potential Method)

Gesucht: kiirzeste Gesamtdauer eines Projekts, frithest und spétest mégliche
Anfangs— und Endzeitpunkte der einzelnen Vorginge, Pufferzeiten fiir die Vor-
gange, kritische Vorginge (Vorgénge, deren Verldngerung/Verschiebung die kiirzest
mogliche Gesamtprojektdauer verlangert)

CPM-—Netzplan: Vorgangspfeilnetz, Ende-Start—Beziehung; gegeben: Zeit-
dauvern D;; der Vorgénge (i, j) — Kantenbewertung;

Netzplan wird so konstruiert, daf} ein zyklenfreier, schwach zusammenhingender
Graph mit genau einer Quelle und genau einer Senke entsteht.
MPM-Netzplan: Vorgangsknotennetz, Start—Start—Beziehung;

Netzplan ist schwach zusammenhingend, hat positive und negative Bewertun-
gen, beinhaltet Zyklen (nie mit positiver Lange).

Beispiel CPM / MPM-Netzplan
Die Vorginge bei einem Projekt seien A, B,C, D, E und sollen die Zeitdauern
5,4,3,2 und 2 Wochen haben. Den Aktivititen A, B und C gehe keine (Zeit
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beanspruchende) Tétigkeit voraus (Startvorgdnge), und auf D und E folge kein
weiterer Vorgang (Zielvorginge). D und E sollen unmittelbar nach A und B
folgen; der Vorgang F sei dariiber hinaus auch ein unmittelbarer Nachfolger von
C, der aber kein Vorginger von D ist.

CPM-Netzplan:

Nun verlangen wir zusitzlich, daf die Vorginge C' und E mdéglichst spét, d.h.,
soweit dies verschoben in Richtung des Gesamtabschlusses nur geht, beginnen
sollen. Dies bedeutet, dafl das Projektende zeitlich unmittelbar auf F und FE
zeitlich unmittelbar auf C folgen soll.

— MPM-Netzplan: Vorginge sind nun Knoten, Start—Start—Beziehung, wobei
Anfangszeit des Nachfolgers = friithestens Anfangszeit des Vorgingers + Vor-
gangsdauer des Vorgangers

MPM-Netzplan: A

Gesucht bei CPM mit Knoten 1,2,...,n (Ereignisse), Quelle 1, Senke n,
D;; := Dauer des Vorgangs (i, j):

o FAZ;;, FEZ;;: frithest mogliche Anfangs— bzw. Endzeitpunkte
o SAZ;;, SEZ;;: spatest mogliche Anfangs— bzw. Endzeitpunkte
HilfsgroBen:

o FZ;: frilhest moglicher Zeitpunkt fiir den Eintritt des Ereignisses i =

o SZ;: spatest moglicher Zeitpunkt fiir den Eintritt des Ereignisses j =
SZ]' = SEZZ] und SEZZ] = SZ] - Dij

Gesamtpuffer (eines Vorgangs (¢,5)): GP;; :=SZ; — FZ; — Dy;
Es gilt unter der Annahme FZ; = 0:

FZ; = Lange eines lingsten Weges von 1 nach ¢

SZ, — SZ; = Lénge eines langsten Weges von j nach n

FZ, = kiirzeste Gesamtprojektdauer

Ein Vorgang (i, j) ist kritisch, falls GFP;; = 0.

Lénge eines Weges = Summe der Kantenbewertungen

Jede Kante (7, j) entlang eines langsten Pfades von 1 nach n ist kritisch. —
kritischer Pfad
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Gesucht bei MPM mit Knoten 1, ...,n (Vorginge):

o FAZ, FEZ;: friilhest mogliche Anfangs— bzw. Endzeitpunkte
o SAZ;,SEZ; spitest mogliche Anfangs— bzw. Endzeitpunkte

Es gilt unter der Annahme FAZ; =0 (analog zu CPM):

FAZ; = Linge eines lingsten Weges von 1 nach

SAZ, — SAZ; = Lange eines langsten Weges von j nach n

Weglingen kénnen auch negativ sein! — Man bend&tigt Algorithmen fiir lingste
Pfade in — auch negativ — bewerteten Netzwerken.



